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R~SUM~ 
Nous montrons que le nombre de systemes triples de Steiner non isomorphes d'ordre n 
qui contiennent un sous-syst6me d'ordre 7 tend vers l'infini avec n, ce qui g6n6ralise 
un rdsultat r6cent de Assmus et Mattson. 
1. INTRODUCTION ET HISTORIQUE 
1.1. Un systOme triple de Steiner (ou plus simplement un systOme triple) 
est un ensemble S structur6 par une famille de sous-ensembles ~ 3 616ments 
(les triples du syst~me) telle que toute paire d'616ments de S soit contenue 
dans un et un seul triple. Dans la suite, les 616ments de S seront appel6s 
points. Si un point x appartient/t un triple X, nous dirons souvent que x 
est situd sur X, que X passe par x, etc. 
Toute partie V de S telle que le triple passant par deux points distincts 
quelconques de Vest enti~rement contenu dans V est un sous-systOme d S. 
La partie vide ~,  tout point de S, tout triple de S, l'ensemble S lui-mfime 
sont des sous-syst6mes deS (sous-syst+mes triviaux). Avec cette d6finition, 
l'intersection de deux sous-syst6mes d'un syst+me triple S est encore un 
sous-syst~me d S. 
Deux syst~mes triples Set  S' sont isomorphes 'il existe une bijection 
(isomorpkisme) deS sur S' qui applique tout triple de S sur un triple de S'. 
Un automorphisme d  S est un isomorphisme de S sur lui-m6me. 
1.2. W. Sierpifiski [49] a d6montr6 en 1946, en utilisant l'axiome du 
choix, que si l'ensemble S est de cardinal infini quelconque, il existe 
toujours un syst~me triple sur S. 
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I1 n'en est pas de mfime si S est fini. En 1852,1 J. Steiner [51] avait pos6 
la question suivante, premier 6chelon d'un probl6me combinatoire plus 
compliqu6: pour quels entiers positifs n existe-t-il un syst~me triple 
d'ordre n (c'est-h-dire ayant exactement n points)? Steiner savait d~j~. 
qu'un tel syst~me comprend n(n -- 1)/6 triples et ne peut exister que si n 
est de la forme 6k + 1 ou 6k + 3. 
On a longtemps attribu6 h M. Reiss [47] la premiere construction, en 
1859, d'un syst6me triple d'ordre n pour chacune de ces valeurs de n, ce qui 
prouvait que les conditions n6cessaires donn6es par Steiner 6taient aussi 
suffisantes, mais en fait le probl~me d'existence des syst6mes triples avait 
d6j/~ 6t6 pos6 et r6solu compl~tement en 1847 par T. P. Kirkman [39]. 
Malheureusement, seuls quelques auteurs (parmi lesquels G. Brunel [15, 16], 
J. A. Barrau [4], L. D. Cummings [24], A. Emch [27], S. Bays [10], 
G. M. Cox [21]) ont eu connaissance de ce travail de Kirkman et il a fallu 
attendre H. J. Ryser [48] et M. Hall, Jr. [34] pour qu'il soit vraiment mis 
en 6vidence. 
La d6monstration de Reiss (qui 6tait identique ~t celle de Kirkman) 
tomba dans l'oubli et ne rut retrouv6e par E. Netto (cf. [43, note p. 211]) 
qu'apr~s la publication en 1893 par E. H. Moore [41] d'une m6thode de 
construction tout ~t fait diff6rente de celle de Reiss. Depuis lors, plusieurs 
autres d6monstrations du th6or~me d'existence ont 6t6 donn6es, et de 
nombreux proc6d6s de construction d6couverts, notamment par E. Netto 
[42, 43], L. Heffter [37], F. Fitting [29], Th. Skolem [43 (notes 16-18 de 
la 2 e 6d., pp. 321-334), 50], R. D. Carmichael [17], R. Peltesohn [46], 
R. C. Bose [13], M. K. Fort, Jr. et G. A. Hedlund [31], H. Hanani [35, 36], 
E. S. O'Keefe [44], R. H. Bruck [14], M. Hall, Jr. [34]. 
1.3. Darts la suite, n d6signera toujours un entier nul ou de la forme 
6k§  ou6k-k3 .  
Soient N(n) le hombre de syst6mes triples non isomorphes d'ordre net  
N~(n) le hombre de syst~mes triples non isomorphes d'ordre n qui con- 
tiennent un sous-syst6me d'ordre v. Ainsi on a No(n) ~ N(n) pour tout n, 
Nl(n) = N(n) pour tout n ~ 1 et N~(n) ~ N(n) pour tout n ~ 3. 
Dans son article de 1852, Steiner avait 6galement propos6 de d6terminer 
N(n) pour chaque valeur de n. A l'heure actuelle, ce problbme st encore 
loin d'6tre r6solu. 
I1 est 6vident que N(0) = N(1) = N(3) = 1. On remarqua tr6s vite que 
N(7) = N(9) ~- l, si bien qu'il est difficile d'en attribuer la d6monstration 
h l'un ou l'autre auteur. Netto l'6tablit de mani6re rigoureuse dans la 
1 ~re ~dition (1901) de [43]. 
1 La plupart des dates cites dans le texte sont celles de la r~daetion, et non dc la 
publication, des articles. 
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V. de Pasquale [45] ddmontra le premier en 1899 que X(13) < 2. 11 fui 
bientSt suivi en 1901 par G. Brunel [16] et en 1908 par J. A. Barrau [3]. 
Tous trois se basaient sur la connaissance pr~alable de tomes les confi- 
gurations (10a). Une ddmonstration '5. caract~re intrinseque a dtd donnde 
en 1913 par F. N. Cole [19]. On trouve dans un article de M. Henderson 
[38, pp. 30--32] une preuve tr~s simple du non isornorphisme des deux 
systemes triples S(13) d'ordre 13. 
Pour entreprendre avec succOs la recherche de tousles systemes triples 
S(15) d'ordre 15. il fallait disposer d'une technique permettant d'dtablir 
facilement si deux systemes dtaient isomorphes ou non. De telles mdthodes 
de comparaison furent donndes pour la premiere fois en 1912 par 
H. S. White [54] puts en 1913 par L. D. Cummings [23]. Jusque 1/~, le seul 
critere utilisd pour diff&encier deux systemes triples dtait le non iso- 
morphisme de leurs groupes d'automorphismes, mats Cummings [22] 
trouva en 1913 deux S(15) non isomorphes ayant le m~me groupe 
d'automorphismes. Quoiqu'on 'ait jamais pu ddmontrer que les mdthodes 
de White et Cummings permettent de diff&encier les systemes triples de 
tous ordres (cf. J. D. Swift [52, p. 200]), il se fair qu'elles suffisent en 
pratique pour les systemes d'ordre 15. 
En 1863 ddjS., A. Cayley [18] estimait que N(15) ~: 3. D'apres White 
[57, p. 5], avant 1912 une dizaine seutement de S(15) non isomorphes 
avaient ~t~ ddcouverts, dont plusieurs comme solutions du probl~me de 
Kirkman dit "des 15 ~colieres" (cf. J. A. Barrau [3, 5], O. Eckenstein [26], 
F. Fitting [30], W. W. Rouse Ball [2]). En 1913, Cummings [23], grfice 5, 
sa m~thode de comparaison, porta 5_ 24 le nombre de S(15) connus, puts 
en 1914, White [56, pp. 13 et 18; 57, pp. 5-25] rechercha tousles S(15) 
dont le groupe des automorphismes n'est pas r~duit 5_ l'identit~ et en 
trouva 44 non isomorphes, parmi lesquels tous ceux d6jS. d~terminds par 
Cummings. Enfin en 1916, F. N. Cole [20], proc6dant syst~matiquement, 
obtint tous les S(I 5) non isomorphes (leur nombre est 80) et calcula, avec 
l'aide de White et Cummings, le groupe des automorphismes de chacun 
d'eux. Ce travail [57], qui ne fut publi~ qu'en 1919, n'eut pas la diffusion 
qu'il m~ritait. Ainsi E. Witt, dans son article [58] de 1938 ne mentionnait 
pas la valeur de N(15). De m~me, R. A. Fisher [28], qui entreprit en 1940 
la recherche de tous les S(15) non isomorphes, n'en avait pas connaissance. 
Fisher ne trouva d'ailleurs que 79 S(15); le systeme triple oubli~ est celui 
qui se trouve en derni~re position dans la table de Cole [57, p.80]. 
Plus pres de nous, en 1955, M. Hall, Jr., et J. D. Swift [32] (cf. aussi [52] 
et [33]) ont programm6 SWAC ~ l'Universit6 de Californie de Los Angeles 
en rue d'6num~rer tousles S(15) non isomorphes et ont trouv6 N(15) = 80, 
v~rifiant ainsi l'exactitude du rdsultat de Cole, dont ils n'avaient appris 
l'existence que pendant le cours des calculs. 
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Le nombre de syst6mes triples non isomorphes d'ordre n pour n > 15 
n 'es t  pas  connu.  
White [55, 56] a pu montrer en 1914, en se basant sur la connaissance de 
tous les S(13) et des 44 S(15) qu'il venait de construire, que N(27) ~ 222. l0 G 
et que N(31) ~ 37.10 lz. 
I1 faut signaler aussi, entre 1917 et 1933, les travaux de S. Bays [6 ~t 12] 
sur le nombre C(n) de syst6mes triples cycliques non isomorphes d'ordre n. 
Un syst6me triple S d'ordre nest  dit cyclique si le groupe de ses auto- 
morphismes contient un sous-groupe cyclique d'ordre n transitif sur les 
points de S. R. Peltesohn [46] a d6montr6 en 1938 qu'il existe un syst~me 
triple cyclique d'ordre n > 0 pour tout n sauf pour n = 9. Bays a d6ter- 
rain6 tousles syst6mes triples cycliques non isomorphes d'ordre n pour 
1 ~< n ~< 33 ainsi que le groupe des automorphismes dechacun d'eux e ta  
obtenu C(1)= C(3)= C(7)= 1, C (9)=0,  C(13)= 1, C(15)~-2,  
C(19) = 4, C(21) = 7, C(25) = 12, C(27) = 8, C(31) = 80, C(33) = 84. 
II a aussi pu calculer C(37) = 820 et C(43) -- 9380, mais cette fois sans 
chercher les groupes d'automorphismes de ces syst6mes. Un de ses 616ves, 
G. Belh6te [12] a montr6 que C(61) ~ 70220 et que C(73) ~ 840236. 
Enfin Bays [8] et un autre de ses 61~ves, P. Lambossy [40], ont pu 6tablir 
que sin = 6k + 1 est un hombre premier, alors C(n) ~ 2k-1/k. 
Cette proposition peu connue de Bays, avec un th6or~me plus ancien de 
Moore [41] affirmant que NT(n)~ 2 pour tout n > 13, sont rest6s 
longtemps les seuls r6sultats g6n6raux dont on disposait sur la fonction 
N : n ~ N(n). 
S. Bays [7, p. 96] en 1923 et E. Witt [58, p. 270] en 1938 avaient con- 
jectur6 que la croissance de N(n) avec n devait ~tre extrSmement rapide. 
R6cemment, E. F. Assmus, Jr., et H. F. Mattson, Jr. [1] ont 6tabli que 
N7(2 . . . .  1) tend vers l'infini avec m. Nous nous proposons de g6n6raliser 
ce r6sultat en d6montrant le
TH~OR~ME B. NT(n) tend vers l'infini avec n. 
Un r6sultat analogue avait d6j~t 6t6 obtenu par G. Valette dans une th6se 
annexe de doctorat pr6sent6e en 1960 ~t l'Universit6 de Bruxelles, mais il n'a 
jamais 6t6 publi6. Notre d6monstration en est tout h fait ind6pendante; 
elle est bas6e sur le 
THI~OR~ME A. Soient S 1 , 5'2, $3 trois systimes triples de m~me ordre 
n > 3 tels que $1 n S~ = S~ n $3 = San  $1 = V, oi~ V est un sous-systime 
d'ordre v de $1, S~ , $3. S in  > 3v, il est possible de construire sur rensemble 
S~ • Sz u $3 un systime triple S d' ordre 3n -- 2v tel que S~ , $2, Sz soient 
les seuls sous-systimes d"ordre n de S. 
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Nous montrerons aussi que certaines restrictions de la fonction 
N : n -~ N(n) sont croissantes (el m6me convexes) et que :V(n) 9 2 ..... . off 
x est un entier arbitrairement grand, pour une infinit6 de valeurs de iT. 
1.4. On trouvera dans la bibliographic (qui est loin d'etre compl6te) 
quelques articles rarement cit6s, dont certains contiennent cependant des 
rdsultats int6ressants. 
Pour un expos6 plus d6taill6 de problemes apparentds, on peut consulter 
[48], [34] et [53]. 
2. QUELQUES LEMMES 
2.1. Soient Ei (i -- 1, 2, 3) trois ensembles non rides disjoints deux 
deux, et Tun  ensemble de parties de E = E 1 u E2 u E 3 satisfaisant aux 
conditions suivantes: 
(i) tout 61~ment de Test  de la forme {ex, e2, ea}, off el e E~, e=, e E.,, 
eae E.a 
(ii) toute paire d'dldments de E n'appartenant pas au meme E, est 
contenue dans un et un seul 616ment de T. 
Nous dirons alors avec Fort et Hedlund [31, p. 710] que Test  un tricover 
de E~, E2, Ea et nous le noterons T(E~, E2, Ea). Cette ddfinition est 
analogue ~t celle des syst6mes aV, de Moore [41, p. 273] ou To[3, t] de 
Hanani [36, p. 362]. Remarquons aussi qu'un tricover de E 1 , E 2 , E a n'est 
rien d'autre qu'un tissu ou plus exactement un 3-tissu: les 61dments de T 
en sont les points et les 616ments des E,. les droites. 
Un tricover T(E1, E2, Ea) ne peut 6videmment exister que si tous les E~ 
ont le m6me cardinal, ce que nous supposerons par la suite. Tout tricover 
T'(Ex', E2', Ea'), off E /C  Ei (i -- 1, 2, 3), et T '  _C T, sera appeld un sous- 
tricover de T. 
Soit Gun groupe multiplicatif (abdlien ou non) ayant le marne cardinal 
que E l ,  E2, Ea. Ddsignons par '~1, /~2, ha des bijections appliquant 
respectivement E1, E2, Ea sur G. II est facile de v6rifier que l'ensemble T
de toutes les parties de E de la forme {ex, e2, ea}, off les ei sont des 
616ments de El tels que 
~1(el) X,(e.,) ha(ea) = 1, 
est un tricover de E~, E2, Ea. Nous dirons que Test  un G-tricover de 
E l ,  E2, Ea, relatif h h, ,  hs, h a. 
LEMME 1. Soil T(E,, s Ea) un G-tricover de E~, E~, Ea, relatif gt 
hi, h2, ha. Si T'(G', E2', Ea'), ot~ & '  _C & (i = I, 2, 3), est un sous-tricover 
de T, alors ;~,(EI'), h2(E2'), ,~a(Ea') sont  des classes latdrales de sous-groupes 
deG. 
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DI~MONSTRATION: II r6sulte imm6diatement des hypoth&es que les 
parties Ai = Ai(Ei') (i = 1, 2, 3) du groupe G jouissent de la propri6t6 
suivante: si on se donne deux 616ments g~ ~Ar g~ ~A~ (avec i ~ j ) ,  il 
existe un gk ~ Ak (off k ~;& i, j)  tel que le produit des 616ments g i ,  g~', g,  
pris dans l 'ordre d'indices croissants est 6gal ~t 1. Nous allons montrer 
que A1 est une classe lat6rale (la ddmonstration est analogue pour As et A3). 
Choisissons un 616ment g ~ A~. I1 est 6vident que les parties AI' = Ax g-~, 
As' = gA~, A3' ~- Aa de G jouissent de la m~me propri6t6 que A1, As,  
Aa. On voit d6j~t que 1 E AI'. Soient x, y deux 616ments de A 1' (distincts ou 
non). Prenons un 616ment as ~ As' et soit a3 l'616ment de A3' tel que 
la2a3 = 1. I1 existe alors successivement un ba ~ A3' tel que xa2b3 ---- 1, un 
b2~As'  tel que ybsb3= 1 et un z~A x' tel que zbsaa= 1. Les deux 
premi6res 6galit6s donnent x = b~laa et les deux derni6res z = a~lb~ t -~ 
a~lb3y, d'ofi z = x-~y. Comme z ~ A~', il s'ensuit que A~' est un sous- 
groupe de G, donc que A1 = Ax'g est une classe lat6rale de G. 
Une d6monstration du lemme pr6c6dent dans le cas particulier off les Ei 
sont finis de cardinal t, off G est le groupe cyclique des entiers modulo t et 
off les Ei' sont de cardinal 2 avait d6j~t 6t6 donn6e en 1893 par E. H. Moore 
[41, pp. 277-278]. 
Dans la suite, les Ei seront toujours de cardinal fini t et nous sup- 
poserons que le groupe G d'ordre t contient au plus un sous-groupe 
d'ordre t/3 (on verra la raison de ce choix plus loin dans la d6monstration 
du Th6or6me A); pour la facilit6, nous prendrons G cyclique d'ordre t. 
COROLLAIRE 1.1. Si les Ei sont finis de cardinal t et si T'(EI', E2', E3') 
est un sous-tricover du G-tricover T(E~ , Es , E3),/e cardinal t' des E l  est un 
diviseur de t. 
COROLLA1RE 1.2. Soient 3 ensembles 
E1 = {ao, al .... , a3~-i}, Es : {bo,  b l  ..... bat- l},  E3 : {Co, Cl ,..., c3t-1} 
disjoints deux ~ deux et de mdme cardinal 3t. L'ensemble T des parties de 
E 1 w E2 w E3 de laforme {ai, b~, c~}, o/t i + j  + k --= 0 (mod. 3t), est un 
tricover de E l ,  E2, E3. Si T'(EI', Es', E3') est un sous-tricover de T et si 
les E l  sont de cardinal t, alors E~' ne peut 6tre qu'un des sous-ensembles 
suivants de E 1 : 
{ao , a3 ,...,  a3i ,..., a3t-3}, 
{al, a4 ,..., a3i+1 ,..., azt_s}, 
{as, a5 ,..., a3i+s ,..., ast-1). 
2.2. LEMME 2. Soient Sun  systkme triple d'ordre n, V un sous-systkme 
(vide ou non) d' ordre v de S. Si V ~ S, alors n >~ 2v + I. 
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DI'MONS]RAT1OX: Si { est \ide. 5 n'est pas ~ide et lindgalitd est 
v~rifidc. 
Si I" n'est pas vide. soit x un point de S n'appartenant pas il 1. 11 existc 
alors sur les z: triples de Sjoignant x il chacun des z' points de I au moins 
r i I points n'appartenam pas il V, d'oO l'in6galit6 annoncde. 
2.3. Lemme 3. Soient Sun  systOme triple d'or~h'e H 3. 1:- S zm 
sous-systOme (vide ou non) de Set  e l'ordre de V. Supposons que n c soit 
divisible par 3. Darts ces conditions, il existe une partition de S 1, en 
3 sous-ensembles X. Y, Z de mgme cardinal t tels qu'aucun des sous- 
ensembles V u X, V u Y, V u Z de Sne  soit un sous-systOme de S. 
DI~MONSTRATION: Ddsignons par 1, 2,..., 3t les points de S -  Vet  
posons 
X '={1,2  ..... t - -  l,t}, 
Y '={t+ I , t+2 ..... 21--  1,21}, 
Z '  = {2t -5 1, 2t + 2 ..... 3t -- 1, 3t). 
ge fait de supposer n ;> 3 entraine n ) 7. De plus, comme V @ S, 
on a 11 ) 2v + 1 (gemme 2). 
S i r  ~3 ,3t  =n- -v  >~v-H 1 94 .  
S ly= 1,31 =17- -  1 >~6. 
S iv=0,3t=n >~7. 
Dans tousles cas, le cardinal t de X',  Y', Z '  est donc au moins 6gal ~ 2. 
D'autre part, 
z ,+ t = v+ i1 - -  l, t7 7 
et par cons6quent le cardinal de V u X',  V w Y', V u Z '  est au moins 
6gal/~ 3. 
a) Si V u X', V u Y', V u Z'  sont tous des sous-syst6mes de S, alors 
les 3 sous-ensembles 
X={1,2  ..... t - -  1,2t}, 
Y={t - t -  1, t+2 ..... 2 t - -  1,3t}, 
Z={2t+ 1 ,21+2 ..... 3 t - - l , t}  
satisfont aux conditions exigdes. En effet, puisque V w X'  est un sous- 
systeme de S ayant au moins 3 points, il existe un triple {a, b, t} de S 
enti6rement contenu dans V w X'  et passant par t. Comme a, b e V w X, 
t • V o X et {a, b, t} est un triple de S, V 13 X n'est pas un sous-systeme 
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de S. On d6montre d'une fagon identique que V u Yet V u Z ne sont pas 
des sous-syst6mes de S. 
b) De m~me, si deux seulement des sous-ensembles V u X', V u Y', 
V u Z '  sont des sous-syst~mes de S, par exemple V u Y' et V u Z' ,  alors 
les 3 sous-ensembles 
X=X' ,  
Y={t+ 1, t+2 ..... 2 t - - l ,3 t} ,  
Z={2t - l - ,  1 ,2 t+2 ..... 3 t - -  1,2t} 
r6pondent 5- la question. 
c) Supposons enfin qu'un seul des sous-ensembles Vu  X', Vu  Y', 
V u Z '  soit un sous-syst6me de S, par exemple V u Z' .  Comme t ~> 2, on 
peut poser 
Y1 ={t+ 1, t+2 ..... 2 t - -  1, 3t}, 
Y2={t+ 1, t+2 ..... 2 t - -  1 ,3 t - -  1}. 
L 'un au moins des deux sous-ensembles Vu  Y1, V u Y2 n'est pas un 
sous-syst~me de S. En effet, dans le cas contraire, (V u Y1) n (V u Y2), 
qui est de cardinal v + t --  1, serait aussi un sous-syst~me. Mais ceci est 
impossible car v § t 6tant l 'ordre du sous-syst~me Vu Z' ,  v + t - -  1 
(qui n'est pas nul) n'est pas de la forme 6k § 1 ou 6k + 3 et ne peut donc 
pas ~tre l 'ordre d'un sous-syst~me d  S. 
Si Ya n'est pas un sous-syst~me d  S, les 3 sous-ensembles 
X= X',  
Y= Y~, 
Z ---- {2t -t- 1, 2t -t- 2 ..... 3t - -  1, 2t} 
r6pondent 5. la question. 
Si Y2 n'est pas un sous-syst~me d  S, les 3 sous-ensembles 
X = X',  
Y= Y~, 
Z = {2t -t- 1, 2t + 2 ..... 3t - -  2, 2t, 3t} 
r6pondent 5- la question. 
On voit facilement que le lemme ci-dessus est faux pour n ~< 3. 
Si E est un ensemble non vide de cardinal fini e, toute bijection c~ de E 
sur l 'ensemble {0, 1, 2,..., e - -  1} des e premiers entiers non n6gatifs sera 
appel6e une numdrotation deE et l'~l~ment de E appliqu6 par c~ sur l'entier i
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(0 ~ i ---~ e --  1) sera not6 a~ (b, si la laum6rotation s'appelle fi, c~ si elle 
s'appelle y, etc.). 
COROLLAIRE 3.1. Soient S 
un sous-systOme d'ordre v de 
numdrotation c~ de S -- V telle 
V ~ {a 0 
V ~ {a~ 
V w -[as 
un s3'st~;me Irip/e d'orch'e n . 3 et I :i S 
S. Si n - c == 3t (t entier), i/ existe tree 
qu'auetm des sous-ensembles 
a3 ,..., ~/3i ~...~ (/3t-'3], 
de Sne  soit un sous-systkme de S. 
Nous dirons qu'une telle num6rotation c~ de S -  Vest  une bonne 
num6rotation. S in  - -  v n'est pas divisible par 3, toute num6rotation de 
S - -  V sera appel6e une bonne num6rotation. 
3. DI~MONSTRATION DU THI~OREME A 
THI~OR~ME A. Soient $1,  $2,  $3 trois' systkmes triples de mdme ordre 
n > 3 tels que S~ c~ $2 = So c~ S 3 = $3 n SI = V, olt Vest  un sous-systOme 
d' ordre v de S~ , $2 , $3 9 S in  > 3v, il est possible de construire sur l' ensemble 
Sx u $2 w S8 un systkme triple S d'ordre 3n -- 2v tel que S 1 , $2 , $3 soient 
les seuls sous-systkmes d'ordre n de S. 
DI~MONSTRATION: Comme n > 3v, aucun des ensembles $1-  V, 
$2-  V, Sa - -V  n'est vide. Soient alors c~, /3, 9, des numdrotations 
respectivement de $1 - -  V, $2 --  V, Sa - -  V. Les points de 5'1 - -  V seront 
donc d6sign6s par a~, ceux de $2 --  V par b j ,  ceux de S 3 - -  V par e~ 
( i , j , k  = 0, 1 ,2 , . . . ,n -  v -  1). Comme $1 est d'ordre n > 3 et que 
V @ 5'1 (puisque n > 3v), il existe, en vertu du corollaire 3.1 du lemme 3, 
une bonne num~rotation de 5'1 V. Nous supposerons que ~ est une telle 
num6rotation. Les num6rotations/3 et y sont quelconques. 
Nous allons construire un syst~me triple sur S = 5'1 u $2 u Sa:  les 
triples de ce syst~me seront 
a) les triples de $1, $2, S:~, 
b) tous les  sous-ensembles de S de la forme {ai, b~, ek} (0 ~< i, j ,  k :~ 
n -  v -  1) off i + j  ~-k  0 (rood. n -  v). Ces sous-ensembles 
forment un G-tricover T(S~ -- V, S~ -- V, $3 -- V) (cf. 2.1) off G est 
le groupe eyclique des entiers modulo n - -  v. 
SUR LA CROISSANCE DU NOMBRE DE SYSTEMES TRIPLES DE STEINER 433 
I1 est facile de v&ifier que S, muni de cette famille de sous-ensembles, 
est un syst6me triple d'ordre 3n --  2v et que $1, $2, $3 sont des sous- 
syst6mes d'ordre n de S. I1 nous reste h prouver que S ne contient pas 
d'autre sous-syst6me d'ordre n. 
Supposons qu'il existe un sous-syst6me S' d'ordre n de S, distinct de $1, 
$2, S~. Soient Si' --  S' c~ St (i = 1, 2, 3) et V' = S' ~ V. L'intersection 
de deux sous-syst6mes 6tant encore un sous-syst6me, S~', $2', $3' et V' sont 
des sous-syst~mes deS. D6signons par v' l 'ordre de V'. 
I1 se peut que V' soit vide mais, comme on le voit facilement, aucun des 
ensembles $1' --  V', $2' --  V', S.~' -- V' n'est vide et S' contient donc des 
triples de la forme {at, bj,  ok}. Tous ces triples de S' forment un tricover 
T ' (S~' - -  V ' ,S~' - -  V ' ,Sa ' - -  V')  et par consequent S~' - -  V', $2 ' - -  V', 
Sa' - -  V '  ont le mame cardinal t. On trouve que t = (n - -  v')/3 et le sous- 
syst6me S'  ne peut donc exister que s in  --  v' est divisible par 3, ce que 
nous supposerons d6s/~ pr6sent. 
Envisageons deux cas: 
1 er GAS:  V' =7(= V. 
V' 6tant un sous-syst~me d V, on a v ~ 2v' + 1 (cf. lemme 2). Comme 
T ' (S I ' - -V ' ,S2 ' - -V ' ,S3 ' - -V ' )  cst un sous-tricover du G-tricover 
T(S1 - -  V, $2 - -  V, $3 - -  V),  on d6duit du corollaire 1.1 du lemme 1 que 
(n - -  v')/3 divise n -- v. Or 
n - v = (n  - v ' )  - (v  - v ' )  
et par cons6quent (n - -  v')/3 divise v --  v'. De l'in6galit6 v ~> 2v' § 1, on 
tire alors 
r / - -V '  n 13- -1  
3 ~3 6 ' 
d'o/J puisque n > 3v par hypoth6se 
n- -  v' v - -  1 5v 1 v v - -  v' 
-W ->v  ~ -  6 +g>~>~~ 
Comme (n - -  v')/3 divise v --  v', on en d6duit que 
n - -  V t r 
3 =v- -v ,  
d'ofi 
n= 3v- -2v '  <~ 3v, 
ee qui est en contradiction avec l'hypoth6se n > 3v. 
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2 e CAS: l" : F. 
Dans ce cas le cardinal de St V est cgal il 3t, oh t .... (n ~"):3 cst le 
cardinal de St'  V', et en vertu du corollaire 1.2 du lemme 1. $1' l" 
ne peut alors ~tre qu'un des sous-ensembles suivants de S~ V: 
X -- {ao, a.~ ..... a:~, ..... aal ;~l, 
Y - -  {a l ,  a4 .. . . .  a;,,;~l . . . . .  as! 21, 
Z = {a2,  a ,  ..... a3,_ 2 ..... a3/_1}. 
Comme V' = Vet  que St'  = S' c~ S~ est un sous-syst0me de S1, on en 
d0duit que Fun des sous-ensembles V u X, V u Y, V u Z de Sa est un 
sous-syst~me de S~, ce qui contredit le fait que la numOrotation ~ de 
S~ -- V choisie est une bonne num&otation de S~ -- V. 
Les cas 1 et 2 6puisant outes les possibilitds, on a bien dOmontrO que le 
syst0me triple S construit n'a pas d'autre sous-syst6me d'ordre n que 
&,&,&.  
On voit facilement que le thOor0me A est encore vrai pour n -- l mais 
est faux pour n = 3. 
4. DEMONSTRATION DU THI~OR~ME B 
THI~OR~ME B. NT(n) tend vers l ' infini avec n. 
D~MONSTRATION: Soit V un systeme triple (vide ou non) d'ordre v et 
soient Sa, $2, Sa trois systemes triples de marne ordre n, chacun d'eux 
contenant un sous-systOme isomorphe 5. V. On construit facilement rois 
systemes triples $1', $2', Sa' isomorphes respectivement 5. $1, $2, $3 et tels 
que S~' t~ $2' = $2' c~ Sa' = Sa' N S~' = V' off V' est un sous-syst0me de 
S~', $2', Sa' isomorphe 5. V. Par consOquent, en vertu du thOor0me A, si 
n > 3 et sin > 3v, on peut construire un syst0me triple S d'ordre 3n -- 2v 
tel que S~', $2', $3' (isomorphes respectivement /~ $1, $2, $3) soient les 
seuls sous-syst0mes d'ordre n de S. 
ConsidOrons /t pr6sent deux syst0mes triples quelconques Set  T de 
m~me ordre x, ehaeun d'eux ne contenant que 3 sous-systOmes d'ordre y 
(y  < x) que nous noterons respectivement $1, $2, $3 et Tx, /'2, Ts. S'il 
n'existe aucune bijection q~ de {S~, $2, $3} sur {/'1, T2, T3} telle que pour 
tout i = 1, 2, 3 les syst0mes triples Si et q~ (S~) soient isomorphes, il est 
clair que S et T sont non isomorphes. 
DOs lors, si on appelle N(n,  V)  le nombre de systOmes triples non iso- 
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morphes d'ordre n qui contiennent un sous-syst6me isomorphe ~t un 
syst~me triple donn6 V d'ordre v, on a 
N(3n -- 2v, V) >~ ~. N(n, V)[N(n, V) + 1][N(n, V) + 2] (1) 
pour tout n > 3 tel que n > 3v (le second membre de cette in6galit6 n'est 
autre que le nombre de combinaisons avec r6p6titions de N(n, V) objets 
pris 3 ~ 3). 
D'autre part, si un sous-syst6me d'un syst6me triple S contient un S(7), 
il est 6vident que S contient un S(7); on en d6duit que 
Nv(3n -- 2v, V) >~ 1 Nv(n ' V)[NT(n, V) -]- l][NT(n, V) + 21 (2) 
pour tout n > 3 tel que n > 3v (oh Nv(n, V) d6signe le nombre de syst6mes 
triples non isomorphes d'ordre n contenant un sous-systSme d'ordre 7 et 
un sous-syst6me isomorphe ~t V). Si V est d'ordre 0, 1, 3 ou 7, on a 
N7(n, V) = NF(n ) pour toute valeur de n, d 'oh 
Nv(3n) >~ 1 N7(n)[NT(n) q- l][NT(n) -+- 21 
NT(3n --  2) >~ 1 N7(n)[N7(n ) + 1][N7(n) q_ 21 
Nv(3n --  6) >~ 1 NT(n)[NT(n ) q_ 1][N7(n) q- 21 
N7(3n -- 14) >~ 1 NT(n)[N7(n ) q_ l][NT(n) + 21 
pour tout n > 3, (a) 
pour tout n > 3, (b) 
pour tout n > 9, (c) 
pour tout n > 21. (d) 
Comme Nv(n) ~> 2 pour tout n ~ 15 (Moore [41]) et que les in6galit6s 
(a), (b), (c), (d) sont toutes valables pour n ~ 25, on a 
N7(n') > N7(n) pour tout n ~> 25, 
off n' prend l 'une quelconque des valeurs 3n, 3n --  2, 3n -- 6, 3n --  14. 
Pour d6montrer que Nv(n ) tend vers l'infini avec n, il suffit d'6tablir que 
(I) Etant donn6 un entier M quelconque, il existe un entier m tel que 
N7(n) ~ M pour tout n ~ m. 
Raisonnons par induction. (I) est vrai pour M ~< 2 puisque N7(n ) >~ 2 
pour tout n ~> 15. Montrons que si (I) est vrai pour M = i (l'entier m 
correspondant pouvant &re suppos6 ~> 25), (I) est encore vrai pour 
M=- i+ l .  
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Soit n' un entier :: 1 ou 30nod.  6). On peut toujours trou~cr un entier 
n - -  1 ou 3 (rood. 6) te lquen '  soit dgallt 3n. it 3n-  2. it 3n 6 ou ~t 
3, - 14, comme le montrent les dgalites suivantes, o/,t on a envisag6 pour 
n' tousles cas possibles modulo 18: 
18k ~- 1 .... 3(6k 1) 2. 
18k + 3 = 3(6k -! 1) 3(6k 3) ..... 6, 
18k -- 7 3(6k 
18k -~ 9 -- 3(6k 
18k+ 13 = 3(6k 
18k+ 15- -  3(6k 
Sit/ ) 3m, onan)n j3  
(d) donne NT(n') > NT(n) d'ofi, 
NT(n' ) ~ i+  1 
] -3 ) - - -2 :  3 (6k+7) -  14, 
-F 3), 
+ 9) 14, 
@7) - -6 .  
m ~ 25 et l'une des indgalitds (a), (b), (c), 
en vertu de l'hypothese d'induction, 
pour tout n' ~ 3m. 
5. REMARQUES 
5.1. Une analyse un peu plus fine montre qu'en fait, dans la ddmon- 
stration pr6c6dente, il suffit de supposer 6tabli que NT(n ) ~ 2 pour tout n 
tel que 15 -.<. n ~ 37 et pour n = 49. O,1 n'a doric pas besoin du r6sultat 
de Moore darts son enti~ret6. 
D'autre part, on v6rifie sans peine que l'in6galit6 (a) est vraie pour tout n, 
l'in6galit6 (b) pour tout n ~ 1, l'indgalit6 (c) pour tout n ~ 3 et l'indgalit6 
(d) pour tout n ~ 7 sauf peut-6tre pour n -- 15, 19 et 21. 
5.2. S'il n'existe qu'un seul systeme triple d'ordre v ('5. un isomorphisme 
pres), c'est-~-dire si N(v) -- I, on a N(n, V) = N~(n) (cf. la ddfinition de 
Nv(n) en 1.3) et par consdquent, si v -- 0, 1, 3, 7 ou 9, l'indgalit6 (1) donne 
1 N~(n)[N,,(n) ,-i- 1][N~(n) -~ 2] (3) 
pour tout n > 3 tel que n > 3v. Pour n :> 3, on a No(n ) = Nl(n) = 
Na(n) = N(n), d'm) 
N(3n) >/~ N(n)[N(n) q- 1]IN(n) -- 21 pour toutn  > 3, (a') 
N(3n -- 2) >~ 1 N(n)[N(n) -t- 1][N(n) q- 2] pour tout n > 3, (b') 
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N(3n -- 6) ~ 1.  N(n)[N(n) -k 1][N(n) + 21 
Nv(3n 14) "--1 
- -  ~ 3.1 N7(n) [Nv(n) -~- 1 ][NT(n) + 21 
N9(3n -- 18) ~ 1 N9(n)[ND(n ) _~_ 1][N9(n) _~ 2] 
pour tout n > 9, (c') 
pour tout n > 21, (d') 
pour tout n > 27. (e') 
Comme N(n) >~ 2 pour tout n >~ 13, on d6duit des in6galit& (a'), (b'), 
(c') que 
N(3n) ~ 2N(n), 
N(3n -- 2) ~ 2N(n), 
N(3n -- 6) ~ 2N(n) 
pour tout n ~ 13, ce qui prouve notamment que certaines restrictions de 
la fonction N : n ~ N(n) sont strictement croissantes. Les trois in6galit6s 
ci-dessus ont d'ailleurs valables pour tout n ~ 7. 
Nous d6montrerons, dans un article [25] qui sera publi6 prochainement, 
que N(2n q- 1) > N(n) pour tout n ~ 7, d'oh on d6duit que, si m tend 
vers l'infini, N(2 '~ -- 1) tend vers l'infini en croissant. Ceci pr6cise quelque 
peu le th6or6me de Assmus et Mattson. 
En possession de ces r6sultats, il nous semble raisonnable de formuler la 
conjecture suivante: 
CONJECTURE. La fonction N : n ~ N(n) est une fonction croissante. 
Signalons encore qu'en vertu de l'in6galit6 (a'), la restriction de la 
fonction N aux valeurs de n du type n = 3 t n' (off test variable t off n' de 
la forme 6k -k 1 ou 6k + 3 est fix6) est convexe, c'est-~-dire que 
N(3~+2n ') -- N(3t+ln ') ~ N(3t+ln ') -- N(3~n'). 
On trouve facilement d'autres restrictions convexes de la fonction N. 
5.3. Partant des in4galit6s (a), (b), (c), (d), on obtient d'une mani6re 
analogue des restrictions croissantes et marne convexes de la fonction 
N7 : n -+ Nv(n). On a par exemple, puisque NT(n) ) 2 pour tout n ) 15, 
Nv(3n) ) 2Nv(n), 
NT(3n -- 2) ) 2NT(n), 
Nr(3n -- 6) ) 2NT(n) 
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pour {out 11 15 (.et meme pour tout /~ 3) ct 
~\~(3n 14) 2Nr(n) 
pour ~out 1~ 21. 
5.4. Soient Set  S' deux syst6mes triples construits sur un ensemble 
fini E de cardinal n. Nous dirons que Set  S' sont d!ff'&etlts 'il existe un 
triple de S qui n'est pas un triple de S'. 
Sin i~# 3, considdrons l'ensemble P (non vide) de routes les parties de E 
de cardinal 3. Tout syst6me triple S construit sur E ddfinit une appl icat ionf 
de P dans l'ensemble {0, I} de la faqon suivante: l'image par fd 'un  616ment 
de Pest  1 ou 0 selon que cet 616ment est ou n'est pas un triple de S. Deux 
systemes triples diff6rents d6finissent deux applications diff6rentes. Des 
lors, si D(n) ddsigne le nombre de syst6mes triples diff6rents deux/a deux 
qu'on peut construire sur E, on a 
7~ (n-D (~-2) 
N(n) ~ D(n) <~ 2 a! 
Ces indgalitds ont valables en fait pour tout net  la seconde est stricte 
d6s que n > 7, comme on le constate facilement. 
(a'), (b'), (c') on suppose N(n)> 2 "+i 5.5. Si dans les in6galit6s 
(i entier), on obtient 
N(3n) > 2 a'~ ~ai al, 
N(3n - -  2) > 2 ~'''' 2> cai-ll, 
N(3n - -  6) > 2 (an-6)+(ai+a), 
et par consdquent, si i ~ -- 1, l'une au moins des in6galit6s ci-dessus est de 
la forme 
N(n') > 2 '~' ~*' avec i' > i. 
nous l'avons signal6 dans l'introduction, H. S. White a Or, comme 
montr6 que 
et 
N(27) ~ 222.106 > 2 z7 
N(31) ~ 37.10 ~2 > 2 ~. 
On peut donc affirmer que: 
Quel que soit l'entier c~ arbitrairement grand, on a 
N(n) > 2 '~+~ 
pour une infinit6 de valeurs de n. 
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5.6. En partant des 4 in6galit6s obtenues en 5.3 et en raisonnant comme 
dans la derni6re partie de la d6monstration du th6or6me B, il est facile de 
v6rifier qu'on a 
NT(rt) ~ 21ogz ~/17 pour tout n >~ 15. 
Nous ne d6velopperons pas ce raisonnement ici car nous nous proposons, 
dans un prochain article, de donner une limitation inf6rieure de NT(n )
beaucoup plus forte. 
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